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INTRODUCTION 
L’exemple le plus simple des problemes aux limites dont on va approcher 
les solutions est le probleme de Dirichlet suivant : 
(i) AU = - C Oi(] D,u IP-2 Dp) + A 1 u lP-2 u = f;f donne dansLP’(Q), 
(ii) u Ir = t; t donne dans I&‘i-llP~g(r), (*I 
oti r est la frontiere d’un ouvert borne regulier D de R”. Cet operateur A 
est associe a un operateur nonlineaire monotone, coercif, borne et hemi- 
continu. 
L’approximation des problemes aux limites homogenes a deja et6 CtudiCe 
(Cf. [l], [7], [ll], [12], [S]). L’approximation des problemes de Neumann non 
homogenes n’apporte pas de difficult& supplementaires, car un tel probleme 
est equivalent a une equation variationnelle. 
Pour approcher un probleme de Dirichlet non homogene (et plus gentrale- 
ment, un probleme aux limites contenant des conditions stables), nous 
utiliserons une methode de perturbation (cf. [3], [5]). 
En particulier, on construira un schema aux differences finies ((( exploi- 
table )), cf. [7]) dont la solution convergera vers celle de (*). 
Nous suivons dans ce travail le plan suivant : 
1. Le probleme initial. 
2. Construction des problemes approchts (I). 
3. Construction des problemes approches (II). 
4. Exemple. 
1. Le Problime Initial 
Donnons nous des espaces de Banach V, H et T et un operateur y de V 
dans T tels que 
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(i) les espaces V, T, H sont reflexifs, 
(ii) y est lineaire, continu et inversible B droite, 
(iii) V est continu dans H avec une topologie plus fine, 
(iv) le noyau V, = Ker y de y est dense dans H. (l-1) 
Donnons nous maintenant une forme a(u, v) sur V x V, lineaire en ZJ et 
verifiant 
(i) a(v, v) 2 c I/ w Ilp pour tout 0 E V; p > 1; c > 0, 
(ii) ~(24, u - v) - a(~, 24 - w) 3 0 pour tout 24, zI E I/‘, 
(iii) 1 ~(24, v)I f M 1121 ]lP-l 11 v 11 pour tout 24, v E V, 
(iv) lim a(24 - Xw, u) = ~(24, v) pour tout 24, U, w E V. U-2) 
Considerons l’operateur non lineaire A defini par 
(AU, v) = ~(24, v) pour tout u E V, pour tout v E V, . (l-3) 
oh (f, v) est la forme bilineaire sur V,’ x V,, mettant en dualite V, et son 
dual. Done A est un operateur de V dans V,,‘. On peut le considerer aussi 
comme un operateur de son domaine V(A) dans H’ oh V(.4) est I’ensemble des 
u E V tels que AU E H’. (Cela a un sens puisque on peut identifier H’ a un 
sous espace dense de V,‘.) 
On sait alors (cf. [6], Thtoreme l-l) qu’il existe un unique operateur (non 
lineaire) 8 de V(A) d ans T’ tel que la formule de Green suivante ait lieu : 
+4 q = (flu, v> + @% p) pour tout u E V(A), 21 E v (l-4) 
(on designe par ( , ) la forme bilineaire sur T’ x T mettant en dualite T 
et T’). 
Donnons nous maintenant un projecteur rr de T et posons : 
Yl = “Y, Yz = (1 - 4 Y? 6, = Tl’S, 6, = (1 - 7/) 6 
Tl = n(T), T, = (1 - 4 CO (1 5) 
T,’ = r’(T’) et T,’ = (1 - n’) (T’). 
Considerons le probleme aux limites non homogene suivant : 
l&ant donnCs f E H’, tl E Tl et t, E T,‘, chercher u E V(A) satisfaisant 
(i) Au =f, 
(ii) ~24 = tI , U-6) 
(iii) 6,~ = t, . 
Nous avons demontre dans [6] qu’il existe une solution de ce probleme, 
unique si la forme u(u, v) satisfait de plus : 
u(u, u - v) - a(??, u - v) > 0 pour tout u # ?I. (l-7) 
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Afin d’approcher la solution de ce problkme, nous ferons les hypotheses 
supplementaires suivantes : 
11 existe un espace de Hilbert Q (identifie a son dual) et un espace 
reflexif W tel que 
(i) T CQ C T’; VC UI; les inclusions sont continues, 
U-8) 
(ii) y est continu de W dans Q. 
Avant de construire les problemes approches, donnons l’exemple suivant : 
EXEMPLE. Soit J2 C R” un ouvert borne et regulier de front&e I’. Les 
hypotheses (l-l) sont satisfaites lorsqu’on choisit pour V l’espace de Sobolev 
W~p(a). On prend alors 
et 
H = D(L?), T zz J$JWP.P(~) 
YU=UIr*(l <$<co). 
ConsidCrons la forme a(u, u) suivante : 
a(u, v) = c s, 1 D,u /P-2 D,u Dp dx + X j, 1 u I@ uv dx. (l-9) 
Les hypotheses (l-2) sont satisfaites (cf. [7], [8], [9]). 
Le noyau de y est I’espace W,‘*p(sZ), qui est aussi l’adherence de l’espace des 
fonctions t&s rtgulieres a support compact dans G. Done l’operateur /1 est 
d&ni par 
Au = - i Di 1 Diu jp-2 Diu + X j u. 1+2 u. (l-10) 
i=l 
DCsignons par 3/iu (i = l,..., n) les optrateurs de trace 
et 
yju = II cos(n, Xi) /r oii n est la normale a r, (l-11) 
6u = f yi(l Diu 1p--2 Dp). 
i=l 
(1-12) 
L’opCrateur S est dCfini pour des fonctions t&s rCguli&s et dans ce cas, 
la formule de Green a lieu. On sait d’aprts (l-4) que l’on peut prolonger 6 B 
V(A), ensemble des u E wl*~(sZ) tels que - Ci=l Di 1 Dp (p-z D& EL*‘(Q). 
Lorsqu’on prend T = 0, le problkme (l-6) est un probleme de Neumann, 
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lorsqu’on prend pour projecteur w l’identite, nous obtenons un probleme de 
Dirichlet. 
Prenons pour espace Q I’espace Ls(T). D’apres le theoreme de Sobolev 
fractionnaire, T C Q si p 2 2n/(n + 1). 
Si l’on choisit W = Wa+1/2*2(sZ), a > 0 arbitrairement petit on sait que y 
est un operateur defini de W dans Q (cf. [IO]). D’apres le theorbme de 
Sobolev fractionaire, V est contenu dans W si p 3 2n/(n + 1 - 2a). 
En particulier, si p 3 2, l’hypothbe (l-8) est satisfaite quelque soit la 
dimension n. 
On trouvera dam [9] des exemples d’operateurs differentiels non lineaires 
satisfaisant des proprietes (plus g&kales) analogues B celles de (l-2). 
2. Construction des Problkmes Approchb (I) 
Nous associons ?I un parametre h destine a tendre vers 0 
(i) un espace de dimension finie V, 
(ii) un operateur injectif p, de V, dans V, 
(iii) un operateur r, de V dans V, , P-1) 
(iv) une fonction c(h) tendant vers 0 avec h. 
Nous associons au problkme aux limites (l-6) l’equation variationnelle 
approchee suivante : Chercher u,, E V, solution de 
a(phuh ,PG+J + W1 (Y~PIS+, - tl , YAV~ 
= (f, PI?%) + (h, hph%) pour touc vh E vha (2-2) 
D’apres le theoreme sur les operateurs coercifs (en dimension finie) 
(cf. [S]) il existe une solution de ce probleme, unique si la condition (l-7) a 
lieu. 
Posons 
eVw(h) = 11  -Phrh kY.Iy) . 
Nous supposerons que 
(i) ‘,‘,:: 11 U -phrhU 11 = 0 pour tout u dans V 
(z-3) 
(ii) Fz e,W(h) = 0 (S-4) 
(iii) F+T evw(Y(h)/&o = 0. 
Nous allons demontrer le 
TH~OR&ME 1. On suppose Ees hypotht%es (l-l), (l-2), (l-8), et (2-4). 
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Consid&ns l’ensemble des solutions uh des .Gquations upprochLes (2-2). On peut 
alors extraire de h une sous suite telle que p,u, converge faiblement dans V vers 
we solution u du problt?me aux limites (l-6) et telle que, de plus, 
r(h)-l yl(u - phuh) converge faiblement vers 6,u dans T,‘. Les majorations de 
l’erreur suivantes ant lieu 
e(h)-lj2 11 yl(u - p,uk)llo tends vers 0. 
G-5) 
Si la condition (l-7) est satisfaite, les solutions u et uh sont uniques et phun 
converge faiblement vers u dans V faible. 
Si I’on suppose en outre que 
(i) V est uniformtment convexe 
(4 44 24 - 4 - 44 u - v) 2 dll 7.4 II - II v II) (II 24 P--l - II v lip-l), 
c > 0, V-6) 
alors phuh converge fortement vers u dans V. 
Remarque 2- 1. Si r = 0 (probleme de Neumann), l’tquation approchee 
est 
4phuh , Phvh) = ( f, Phvh) + 0, yPhvh) pour tout vh E vh * (2-7) 
Nous avons deja dCmontrC dans ce cas le ThCoreme 1 dans [l] (sous des 
hypotheses moins restrictives). En particulier, nous n’avons pas besoin des 
hypotheses (l-8) et (2-4) (ii) et (iii). 
Dt!monstration du Tht!or&me 1. Tout d’abord, en soustreyant 
e(h)-l (yIphr,u, yrp&) des deux membres de l’equation approchee (2-2), 
nous obtenons la relation 
@+&t 9 Ph%) + 4h)F1 <Y&&h - TIP>, %$+?h) 
= (fi PA) + (tz , %Ph%) + 4V (n(u -PAP)> YIPI?& (‘W 
Prenons dans (2-8) vh = uh - rhu, oti u est une solution de (l-6). On 
obtient l’egalite 
Xh = &huh , PIA) + 4)-l II n(Ph% - PhrhU% 
= ( f, $k%) + a(phuh , Phrhu) + @2 , Ydwh) 
f +-’ <Y& - Phrhu), 3/1(Ph(uh - rh”))) - ( f, Plrrhu) 
(2-9) 
APPROXIMATION DES PROBLhMES AUX LIMITES NON HOMOGhNES 515 
On minore X, en utilisant la coercivitk : 
Xh 2 c II PhUh IV + w-1 II YdPA% - P*wM? . (2-10) 
On majore X, de la faGon suivante : 
+ 4h)-l --y-/l Yl(PhUh -P*vII; + F evW(V II 24 II2 (2-11) 
+ Ilfllv llPhY?P II + II t2 IITz’ IIPhrhu II * 
(On a utilisC la majoration 
11 &hyhu - u)llQ < M 11 u - phrhu I/W < eVw(h) I/ u II*) 
Puisque IIp,r,u jl est borne, on dCduit de (2-lo), (2-11) et (2-4) (iii) les 
inCgalitCs : 
ti> liPhuh 11 < M (2-12) 
cii> 11 &huh - phyhu)ilQ d M de(h) et /I Y& - wh)llQ < M .\/+). 
Puisque V est rkflexif, on peut extraire de h une sous suite (encore not&e h) 
telle que 
(i) phun converge faiblement vers u* dans V, 
(ii) ‘yIphuh converge faiblement vers KU* = yIu = t, dans TI , 
ciii) dph”h , V) converge vers (g* , 21) pour tout 21 E V, 
(2-13) 
(iv) e(h)-’ (yI(phUh - u), ylv) converge vers (s* , ylv) vu E 1;: 
De plus, S* et g, sont Ii& par la relation : 
(s* 9 YlV) = (f, 4 - k* > 4 + (t2 > 3/2vu) pour tout v E V. (2-14) 
En effet, on peut Ccrire que 
dh)-l < &huh - ‘>, w> = (f, phyhv) - a(phuh , phyhv) + ct2 , ?@hyhv) 
+ 44 MPhUh - e, oh - phyhvb (2-w 
I1 suffit alors de dkmontrer que le dernier terme de (2-15) tend vers 0. 
Mais (2-4) (iii) et (2-12) (ii) impliquent que 
#v IMPh% - 4, Y&J - Ph%V))I < Qql II Yl(Ph% - u)lla G(q II v II 
(2-16) 
converge vers 0. 
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Nous allons montrer maintenant que u.+ est une solution du probleme 
aux limites (l-6). Posons 
yh = a(phuh ) @huh - WI - a@2 Ph% - v, + +)-’ 11 yl(phuh - q/j”, . (2-17) 
On peut reecrire Yr, sous la forme 
yh = (f, PA%) -a@ h% 9 v) + ‘+z , y&h%) -+, ph”h - v) 
- l J-l <&huh - u>, ?&* (2-18) 
Done, en utilisant les propriCtCs (2-13) et (2-14), on montre que Yh 
converge vers Y, oti Y est Cgal a 
y = (f, u*) + 02 9 YzU*) - (g* ? 4 - 4v, u* - v) - (s* , YlU) 
= (f, u* - v> = 4% u* - 4 + 02 9 Y2@* - q> - (s* , Y&4* - v)). 
(2-19) 
Puisque Yh est positif [d’aprks la monotonie de a(u, v)], Y est positif pour 
tout v E V. Soit w un element de Vet v = u* - Xw, oh X > 0. En remplacant 
v dans Y et en divisant par A, on obtient 
(f, 4 = - a(+ - hw, 4 + <h, Y& - (s* , Y& 3 0. 
En faisant tendre X vers 0, ceci entraine la relation 
(2-20) 
a@* 9 4 - (f? 4 + <s* t YPU) - (tz , YP> = 0 pour tout w E v. 
(2-21) 
Cette relation entraine que u.+ est solution de (l-6). Nous savons deja 
que ylu* = yIu = t. D’autre part, en Ccrivant (2-21) pour tout v E V,, , on 
en dCduit que Au, = f dans V,l. Puisque f E H’, il en resulte que u* E V(A). 
On peut done Ccrire la formule de Green et on obtient la relation 
@2u* - t, > Y274 + @lU, + s* , YlVu) = 0 pour tout v E v. (2-22) 
Cela implique que s2u3 = t, et SIu* = - s* . Nous avons done dCmontr& 
les 2 premi&res assertions du thtor&.me. 
Puisque ~(h)-l yI(u - p,u,) converge faiblement vers 6,u, dans T,‘, 
nous en dkduisons qu’il est born6 dans T,’ et, par suite, la premiere inkgaliti: 
de (2-5) a lieu. D’autre part, en prenant v = ZJ* dans Y,, , on en dhduit que 
a(phuh 9 #huh - %) = - &k , Ph”h - %) + @-‘/I K&h% - u>ii”, 
converge vers 0. (2-23) 
Ceci implique en particulier la seconde assertion de (2-5). 
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Si (l-7) est satisfaite, les solutions u,, et u de (2-4) et (l-6) sont uniques. 
Toutes les sous-suites de p,u, convergent vers u et par suite, p,u, converge 
faiblement vers u dans v. 
Supposons maintenant que (2-6) a lieu. On deduit de (2-23) que I/ p,u, 11 
converge vers [I u 11 . Puisque V est uniformement convexe, cela implique le 
convergence forte de p,u, vers u dans T/. 
3. Construction des ProblSmes Approchks (II) 
Nous supposons maintenant que I’ = n V’I est l’intersection d’une 
famille finie d’espaces de Banach reflexifs et que 
a(u, u) = c a&, VI) = c Ui(U ,...) 24, a) (3-l) 
i 
oh les formes a,(~, vi) sont dtfinies sur V x F’i, V = IJ vi”, u = (u& E V. 
On peut dans ce cas construire des problemes approches de la facon 
suivante. 
On associe a un parametre h destine a tendre vers 0 
(i) un espace I’, de dimension finie, 
(ii) des operateurs phi de V, dans I’* (on pose V” = H), 
(iii) un operateur rh de I’0 dans V, , (3-2) 
(iv) un operateur injectif p, de Yh dans I’, 
(v) une fonction c(h) destinee a tendre vers 0 avec h. 
On posera 
PhUh = (@h%)i E v* (3-3) 
Dans ce cas, nous approcherons le probleme aux limites (l-6) par l’equation 
variationnelle suivante : 
T  ai(phu& , Phivh) + 4W (?@h u h - 6 3 Ydh%) = ( f, iho%) + <&, YzP~%> 
pour tout Vh E v, . (3-4) 
Pour demontrer la convergence, nous ferons les hypotheses suivantes. 
Nous supposerons que a(u, o) satisfait non seulement (l-2), mais 
(i> C 43 ~2) Z c (C II ui llFi) , c > 0; u E V, 
(ii) 1 [aJu, ui - vi) = ai(v, ui - ZJJ] > 0; U,VEV, 
(3-5) 
(iii) I ui(u, vi)1 < M (c jj ui l/$r’p’ II wi j/“yi , u E V, er, E V’, 
(iv) ‘,‘y ai(u - hw, n) = Q(U, v) pour tout u, vu, w E V. + 
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Les operateurs p, et phi satisferont 
(i) ph est injectif de V, dans V, 
6) lIPphIl ~~lIP~~~llY=~(~llP~~~ll~~)l’l’ 
(iii) Si phuh converge faiblement vers u dans V, alors u = u 
appartient a V (identifie a la diagonale de V) et phuh con- (3-6) 
verge faiblement vers u dans F’. 
(iv) I/ u - phirhu (lvi et // u - phrhu /( convergent vers 0 pour 
tout u E v, 
(4 evW(h) et eVw(h)/l/e(h) convergent vers 0 avec h. 
On peut alors demontrer le theoreme suivant : 
T&O&ME 2. Supposons Zes hypothkses (l-l), (l-8), (3-5) et (3-6). Consi- 
dkrons l’ensemble des solutions uh des kquations approchkes (3-4). On peut alors 
extraire une sous suite de h telle que p,u, converge faiblement vers we solution u 
de (l-6) faiblement dans V et telle que e(h)-l yl(u - phuh) converge vers S,u 
dans T,’ faible. 
De plus, les majorations de l’erreur (2-5) sont encore valables. 
Si les formes a,(u, vi) verifient 
C [a,(u, ui - vi) - a,(v, ui - vi)] > 0 ck we U # V, (3-7) 
alors les solutions u et uh des problkmes (l-6) et (3-4) sont uniques et phnh 
converge vers u dans V faible. 
En outre, si les formes ai(u, vi) vtrifient 
C (a,(u, ui - vi) - a,(v, ui - vi)) 
z c 1 (I! ui ii;2 - II vi lly2) (II ui ll”i - II vi &,A) 
et si les espaces Vi sont uniformement convexes, alors phuh converge vers u 
fortement dans V. 
La demonstration du Theoreme 2 est analogue a celle du ThCorbme 1. 
(Cf. [l], Chap. I, Section 3 pour le cas du probleme de Neumann.) 
4. EXEMPLE. Nous allons construire un probkme aux differences finies 
approchant le probleme de Dirichlet non homogene pour l’operateur 
flu = - C Di( 1 D,u 1~-~ Dg) + X ( u (@ u. Nous allons utiliser pour cela la 
methode de la Section 3. 
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En effet, a(~, w) est la somme des formes a,(~, V) oti 
a,(~, t7) = X 
s 
R 1 24 lpez 249 dx et u<(u, V) = $ 1 D~u I’-’ Diu D<V dx 
52 
(4-l) 
et l’espace lV*+2) est l’intersection des espaces W’(sz, Di) = Vi et de 
vo = Lq2) oh 
W’(Q, Di) est l’espace des u EL”(Q) tels que Diu ELP(Q). (4-2) 
11 est clair que les hypotheses (3-5) et (3-8) sont satisfaites. On peut trouver 
dans [I], Chap. II, Section 3-3, des exemples d’operateurs p,, phi, et r, 
satisfaisant les hypotheses (3-6). Rappelons brievement la definition de ces 
operateurs. 
Soit x(t) la fonction caracteristique de I’intervalle (0, l), x0 la masse de 
Dirac, xm(t) la m-i&me puissance de convolution de X. 
Si 4 = (qi ,..., qn) est un multientier, on pose 
XQW = X&l) -*- x&n)* (4-3) 
On designe par u, = (~+j)~,~ n une suite definie sur P. On introduit alors 
les operateurs P,Q d&finis par 
phQuh = c 'h%Q+(l) (: -i) 
j  
(4-4) 
L’espace V, sera l’espace des suites uh = (~+j)~ telles que 
uh E v, si uhi = 0 d&s que le support de xQ(x/h - j) est contenu 
dans Q pour les multientiers 4 de la forme (I,..., 1, 2, l,..., 1). 
Nous poserons alors 
(4-5) 
6) Phouh = restriction a .Q de p,%, pour q = (0 ,..., 0 ,..., 0) 
(ii) phiuh = restriction 2 Q dephquh pour q = (0 )..., 0, 1, 0 ,..., 0) 
(iii) p#h = restriction a G de phQuh pour 
q = (l,..., l,...) 1) = (1). (4-6) 
L’hypothese (3-6) (v) est verifice si I’on prend 
qz)=MIhp oh ~1 = (2/p’) - 4a (06 01 est arbitrairement petit). 
(4-7) 
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En effet, on peut demontrer que si 
si p > 2n/(n + 1 - 2a) [i.e. FPD(Q) C W~i-1iz*2(Q)], alors 
e VW(h) < M 1 h l(ll~‘)-~ (4-g) 
(cf. [2] et [4] par exemple). 
Considerons maintenant la matrice Bh de coefficients bh(i, j) d&finis par 
W,j) = h ,,.t,hn S~xq(~-j)xq(~-i)du(x) oh 4=(2,...,2,...,2). 
(4-9) 
Soit ahi la mesure de l’intersection wjh de Q et du cube Is( j,h, , ( ji + 1) hi]. 
L’Cquation approchee (3-4) est alors Cquivalente au schema aux differences 
finies suivant : 
n c jz ah3 I(v,ph)j -2 (VQh)j (V,&i) + x 1UJ p-2 U&hi i=l )I 
+ C +-l bh(k j> uhkvhi (4-10) 
k.j 
Nous deduisons done du ThCoreme 2 le Corollaire suivant : 
COROLLAIRE. Etant dontis f EL”‘(Q) et t E W1-l/f’,~(lJ, il existe une soh- 
tion unique du problt?me de Dirichlet 
- 1 Di(j Diu j~-~ D,u) + h 1 u j@ u = f, u Ir = t. (4-11) 
Si p > 2n/(n + 1 - 2~) et si c(h) - M / h l@/p’)-4a, les solutions uh de 
(4-10) convergent vers u au sens suivant : 
(i) phouh converge vers u dans L2(Q) fort, 
(ii) Diph8uh = phovhiuh converge vers Diu dans L2(Q) fort, 
(iii) II Y(U - P~u~)II~~~~)< M I h l(11P’)-2m (4-12) 
(iv) M-l / h 14a-2p’ (U - phuh) Ir converge faiblement vers Su 
dans W-l/@~“(r). 
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